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В настоящее время существуют различные подходы к построению дифференциальных
уравнений со свойством Пенлеве. Это прежде всего метод изомонодромной деформации ли-
нейных систем, метод аффинных симметрий, непосредственное построение аналогов уравне-
ний Пенлеве из гамильтоновых систем. Однако, по-видимому, первым был метод построения
высших аналогов уравнений Пенлеве на основе симметрийных редукций из иерархии урав-
нений Кортевега — де Фриза (KdV) (см., например, [1–4]).
В настоящей работе рассматривается свойства решений обобщенной иерархии второго
уравнения Пенлеве
2nP˜2 ≡ (Dz + 2w)L˜n[w′ − w2]− zw − α = 0, (1)
где оператор L˜ определяется рекуррентным соотношением
L˜n+1 = D−1z ((D
3
z + (4u+ βn)Dz + 2uz)L˜n), L˜1[u] = u, Dz =
d
dz
,
а α и βn — параметры. Первый и второй члены обобщенной иерархии, т. е. уравнения 2P˜2,
4P˜2 есть соответственно второе уравнение Пенлеве
w′′ = 2w3 + zw + α,
и второе уравнение Пенлеве четвертого порядка
w(4) = 10w2w′′ + 10w(w′)2 − 6w5 − β1(w′′ − 2w3) + zw + α.
При n > 1 в (1) имеем обобщение известной иерархии (2nP2), которая является симметрий-
ной редукций из иерархии уравнений Кортевега — де Фриза (KdV) и получается из (1) при
β1 = β2 = . . . = βn−1 = 0, т. е. (2nP˜2) ⊇ (2nP2) . Аналогично, уравнение
2nP˜1 ≡ L˜n+1[y]− z2 = 0
относительно y(z) определяет обобщение иерархии первого уравнения Пенлеве (2nP1) и
(2nP˜1) ⊇ (2nP1).
Известно, что рациональные решения второго уравнения Пенлеве выражаются через ло-
гарифмическую производную некоторых полиномов, называемых полиномами Воробьева —
Яблонского, которые достаточно хорошо изучены [4]. В настоящей работе рассмотрим неко-
торые свойства решений уравнений (2nP˜2) и (2nP˜1). Заметим, что уравнение (2nP˜2) имеет
дискретную симметрию S : (w,α) → (−w,−α). Преобразования Беклунда для обобщенной
иерархии определяется следующей теоремой.
Теорема 1. Пусть w = w(z, α, β), β = (β1, β2, . . . , βn−1), есть решение уравнения
(2nP˜2). Тогда преобразования
T : w → w˜ = −w + (2α+ 1)/(2L˜n[−w′ − w2]− z),
T−1 : w˜ → w = −w˜ + (2α˜− 1)/(2L˜n[w˜′ − w˜2]− z)
определяют решения уравнения (2nP˜2) при (α˜, β˜) = (α+ 1, β).
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Уравнения (2nP˜1), (2nP˜2) имеют такие же доминантные члены, что и соответственно
уравнения (2nP1), (2nP2). В силу этого порядок подвижных полюсов уравнений (2nP˜1) и
(2nP˜2) равен соответственно 2 и 1. Уравнения (2nP˜1) и (2nP˜2) имеют гамильтонову струк-
туру с полиномиальным гамильтонианом. Для уравнения (2nP˜2) могут быть построены ав-
топреобразования Беклунда вида TαST−α : w(z, α, β, γ))→ w˜(z, α, β, γ) для целых α. При
этом возникает вопрос о характере решений w(z, α, β) и w˜(z, α, β, ). Например, w(z, α, β) ≡
≡ w˜(z, α, β), α ∈ N тогда и только тогда, когда w(z, α, β) — рациональное решение. Отно-
сительно рациональных решений уравнения (2nP2) доказана
Теорема 2. [5] Для существования рациональных решений уравнения (2nP2) необходи-
мо и достаточно, чтобы α ∈ Z. При выполнении условия α ∈ Z рациональное решение
единственное и имеет вид
w(z) =
Pm−1(z)
Qm(z)
,
где Pm−1(z) и Qm(z) — полиномы степени m− 1 и m соответственно.
В настоящей работе мы доказываем справедливость аналогичного результата для урав-
нения (2nP˜2). Заметим, что рациональные решения уравнения (2nP˜2) могут быть получены
из тривиального решения w(z) = 0 при помощи кратного применения преобразований Бек-
лунда и дискретной симметрии. Рациональные решения могут быть представлены в виде
w(z;α, β) =
d
dz
{
ln
[
Qn−1(z)
Qn(z)
]}
,
где Qn(z) — полиномы, обобщающие полиномы Яблонского для второго уравнения Пенлеве.
В частности, для второго уравнения Пенлеве при α = n
Qn+1Qn−1 = zQ2n − 4[QnQ′′n − (Q′n), Q0(z) = 1, Q1(z) = z.
Для полиномов Qn, определяющих рациональные решения уравнения (2nP˜2), получены
аналогичные рекуррентные соотношения, выраженные через операторы Хироты. Также мы
изучаем характер полюсов рациональных решений уравнения (2nP˜2). В частности, найдены
аналитические формулы для определения числа полюсов m = m(α, β) с различными воз-
можными вычетами, выраженные через параметры исходных уравнений обобщенной иерар-
хии (2nP˜2).
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